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XII -3. 
1. INTRODUZIONE E STORIA DEL PROBLEMA 
— mi LOS TURIA VEL PROBLEMA 


I risultati qui esposti fanno parte di un lavoro in collaborazione 
con F. Segala [GS]. 

Nel 1929 il matematico rumeno D. Pompeiu [P1] pose il seguente pro- 
blema: 
"Per quali insieme limitati Dc RÉ è vero che se per una data fec(R°) si ha per 


ogni movimento rigido 0 di RÈ 


(1.1) J f(x)dx = 0, 
o(D) 


allora #=0? 


Quest'affascinante problema, noto come problema di Pompeiu,ha sfida- 
to gli sforzi di molti matematici fin dalla sua formulazione originaria. D'ora 
in poi diremo che un insieme limitato Dc Ri ha la proprietà di Pompeiu se il 
fatto che (1.1) valga implica f = 0. In [P1] Pompeiu stesso dimostrò, sotto Ja 
ulteriore ipotesi che f vada a zero all'infinito, che ogni quadrato ha la pro- 
prietà di Pompeiu. In seguito Christov [Ch] rimosse tale restrizione. In [P3] 
fu affermato e perfino erroneamente dimostrato che ogni cerchio in RE ha la pro 
prietà di Pompeiu. 

Quindici anni più tardi Chakalov [C] rilevò la falsità di tale ri- 
sultato. Infatti, sia BR = DE(x 3%) € RÎ xii) e scegliamo ad arbitrio 


x = (x 


sX_ ) E pe, Se 1, indica la traslazione 
lo) 03.1” 1052 x 


si ha, v. [GR, formula 10, p. 401] 
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(1.2) J 
(B 


2 sé a 
sin(ax,)dx dx, = 4R cinte», 1) f cosu cos(aR sinu)du 


zar 
a 


sin(ax,1) J(aR)» 


dove dj denota la funzione di Bessel d'ordine uno. 
E' chiaro da (1.2) che se si sceglie a €R tale che aR sia uno zero 


? 7 î 2 
di J si ha per ogni xe R 


(13) i. sin(ax,)dxjdx, = 0. 


Siccome il cerchio è invariante per rotazioni la (1.3) dimostra che il cerchio 
non ha la proprietà di Pompeiu. i 

11 problema di dare una caratterizzazione completa, possibilmente 
geometrica, di quegli insiemi limitati in RE che hanno la proprietà di Pompeiu 
è a tutt'oggi aperto. Nel seguito diamo un'esposizione della letteratura esistente 
per poi passare alla discussione di [GS]. Nel 1972 Zaleman ha per primo usato 
idee d'analisi armonica per dimostrare alcuni risultati concernenti un proble- 
ma strettamente connesso a quello di Pompeiu, il problema di Morera, si veda 


[Z]: 


“ Sia {r} una famiglia di curve chiuse rettificabili in C e sia fe C(C). Se per 


; ; i Di 
ogni movimento rigido o di R 


(1.4) J f(z)dz = 0 per ogni ye {n}, 
o(Y) 


è possibile concludere che f è intera?". 


Se {T} è la famiglia di tutti i triangoli del piano la risposta 


al precedente quesito è affermativa e nota come Teorema di Morera. Una colle- 
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zione di curve {r} per cui la risposta al problema di Morera è affermativa si di 


ce che ha la proprietà di Morera. Zalcman ha osservato in [Z] che: 


"Se DC R° ha bordo rettificabile e se D ha la proprietà di Pompeiu, allora 


{aD} ha la proprietà di Morera". 


Uno dei principali risultati in [Z] è dato dal seguente 


Teorema 1.1. Sia fe LI (A) e supponiamo che esistano numeri rea- 


li positivi distinti Uto tali che per quasi ogni ze C 


J f(c)dc = 0°, re {rst}, 
C,(2) 


dove C,(2) = rec |z-x|=r}. Sia E, l'insieme degli zeri della funzione di Bessel 


d,. Se ra/rmé E,» f è quasi ovunque coincidente con una funzione intera su C. 


La dimostrazione del Teorema 1.1 poggia sul seguente profondo risul 
tato di Laurent Schwartz. Nel seguito se 8(R") e &'(R") denotano rispettiva- 
mente lo spazio c°(r"), con l'usuale topologia di spazio di Frechet, e il suo 
duale, lo spazio delle distribuzioni a supporto compatto, denotiamo con Tix) = 


o idea zeC", la trasformata di Fourier di T e €'(R"). Indichiamo con 


8'(R") lo spazio 


€'(R") = {TT e@(R")). 


Per il Teorema di Paley-Wiener E'(R") si può identificare con lo spazio di tut 


te le funzioni intere F su C" tali che 


(1.5) 1F(2)| s c(1+]2|)P eflimzi ,, 2ec 


per certi C>0, peNU{0}, A»0. 
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Teorema 1.2. (L. Schwartz, [S]). Sia I un ideale di &'(R) le cui 


funzioni non abbiano zeri in comune in C. Allora esiste una successione (F;); N 


in I tale che 
lim F,=l1 in é€'(R). 
jr 1 


Si dice che F.>F in 8'(R") se F, converge a F uniformemente sui sottoinsiemi com 
patti di C" e inoltre la Fa verificano la (1.5) con costanti indipendenti da j. 
A quanto ci risulta la versione multi-dimensionale del Teorema 1.2 costituisce a 
tutt'oggi un problema aperto. 

Nel 1973, riprendendo le idee di Zalcman [Z] basate sul Teorema 1.2 
Brown, Schreiber e Taylor hanno dato una caratterizzazione di quei domini di R° 
per cui vale la proprietà di Pompeiu. Il loro risultato principale è costituito 


dal seguente 


Teorema 1.3. (Brown, Schreiber e Taylor, [BST]). Sia 9 un aperto 
limitato di RÈ con frontiere 99 curva chiusa rettificabile. Le seguenti afferma 


zioni sono equivalenti. 


(i) a ha la proprietà di Pompeiu. 


(ii) Sia Sa la funzione caratteristica di 9 e per z = (2,,2,) eC°, x = (xx) ER 


poniamo 


(2) 2 feicra 


2 


Allora non deve esistere alcun a>0 per cui 
a _ def .__ 22 2. 
(1.6) Rg(2)50 su Mi = {z=(2].27)€C Zi +25 a} 


(iii) {29} ha la proprietà di Morera. 
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Alla luce del Teorema 1.3 l'esempio di Chakalov si può così reinter- 


pretare. Sia Xp la funzione caratteristica del disco in RÉ Bg. Allora (cfr. 
[Z,(10), p. 242}) 


Da (1.7) è perciò ovvio che se si sceglie a>0 in modo tale che R Va sia un zero 


di J, allora 


e quindi il disco BR non ha la proprietà di Pompeiu. Sia ora 


xi x 
La 21,2 
Eb = {x = (x 3%) € R 2 + ? <1)}. 
a b 
Usando la formula 
22 22 
(1.8) ° (Paz; +b7z, 


Xx n 
E bl71:79) = 2rab 73 22»? 2:29 6, 
a Z; + b Z, 


è immediato verificare che non esiste alcun o>0 tale che ZE =0 su Mo a meno 
ab 


che a=b. Allora per il Teorema 1.3 /a regione ellittica E b ha la proprietà di 
Pompeiu. Usando lo stesso risultato Brown, Schreiber e Taylor dimostrano che 

ogni poligono in R° e, più in generale, ogni sottoinsieme convesso con almeno 
un angolo ha la proprietà di Pompeiu. In [BST] non vengono considerati, a par 


te alcuni casi particolari quale l'ellisse, domini a frontiera regolare. 
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Nel 1976 S. Williams ha evidenziato una connessione notevole fra il 
problema di Pompeiu e la cosiddetta congettura di Schiffer (cfr. [Y, Problema 
80, p. 688]: 


; n ia ; 2 ; 
"Sia QCR un aperto limitato, commesso, con frontiera C°. E' vero che l'esi- 


stenza di una soluzione non banale del problema sovradeterminato 


Au = -Xu in 2, N20, 
(1.9) 
u 99° cost: » “a = 


implica che ® sia una palla? 
Williams ha dimostrato in [W] che, se acri, allora esiste una so- 
luzione non banale di (1.9) se e solo se 9 non ha la proprietà di Pompeiu. 0s 


serviamo che dalla identità di Rellich si deduce che se u è soluzione di (1.9), 


allora posto Ulaa = a si ha 


allora u risolve (1.9) se e solo se v è soluzione di 


AV = -Av-1 in 
(1.10) 
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Tornando al problema (1.9) è immediato verificare che se Q=Bp5(xE R"| |x|<R}, al 


lora esistono infinite coppie fu; A ;)jen che risolvono (1.9). In tal caso, in 


fatti, la (1.9) diventa 


r°u"(r) + (n-1)ru'(r) + aru(r) =0 in [OR] 


(1.11) 
u(R) = a, u'(0) = u'(R)=0 


che ammette come soluzione generale 


(112) u(r) = Cr d-2 (Va r). 


È 


Usando l'identità (cfr. [Le, (5.3.3), p. 1031) 


dal 9 (1 ez IH (z) 
si ricava da (1.12) 
_hee 
(1.13) u*tr) = -CVi 1? I (An. 
2 


Perchè si verifichi perciò la seconda condizione su u' in (1.11) bi- 
sogna che sia VaR uno zero di d . Ciò dimostra che vi sono infiniti Aa;ljen e 
2 
infinite (u;) che risolvono (1.11). Viceversa, Berenstein ha dimostrato in [B] 


il seguente 


; 2 e: E 
Teorema 1.4. Sia QCR' un aperto limitato e semplicemente connesso, 


con 99€ ce. Se esistono infinite soluzioni di (1.9) allora 9 è un disco. 
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Sebbene il Teorema 1.4 non sia direttamente legato al problema di 
Pompeiu, il metodo di dimostrazione è ingegnoso. L'approccio di Berenstein si 
basa su uno sviluppo asintotico della trasformata di Fourier di Xg: Per essere 


più specifici richiamiamo la definizione di Mi ab. 


_ se + 
(1.14) M, = {(cj,0,) EC |] +t0,5 09 
Se x = (352) € M, si può scrivere 
(1.15) t=re+itn , tER, r>0, 


dove 
E = (cosa, sino), n= (-sine, coso) , 0sos2r. 
Allora si ha 


5 = rcose- it sine , = rsino + it coso 


e quindi 


2 2 2 


(1.16) " ul Gli slo t = 0. 


1 


Da (1.16) otteniamo che, per a>0 fissato, 
(1.17) r= |t|(1+0 TE) quando |t|+t® . 


L'analisi asintotica di Ralt1:82) quando (2362) € Mo a>0, e quindi 
vale (1.17), è molto difficile in quanto si ha a che fare con un integrale di 
Fourier a fase complessa, la cui parte immaginaria oscilla. L'esistenza di infi- 


nite soluzioni di (1.9) permette a Berenstein di dedurre, tramite il risultato 
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di Williams [W] e il Teorema 1.3 che esistono infiniti 220, jEN, tali che 


(1.18) Ra 0 su UM. 
JFl “SG 


La (1.18) consente di scegliere r(t) in modo tale che 


(1.19) LL i quando |t| ++, 


Per mezzo di una partizione dell ‘unità si può scrivere %a come una somma di in- 


tegrali del tipo 


+0 3 
(1.20) I -f gEERTSIA fot, 


—0 


dove E.n sono come in (1.15), e x(s) = (x(s) ,x,(5)) è una parametrizzazione lo- 
cale di 39. Le difficoltà nella stima asintotica di (1.20) provengono da quei 

pezzi di 29 dove non vi sono punti critici della fase <E,x(s)>. Una stima rozza 
del corrispondente integrale si ottiene prendendo il valore assoluto di I, desu- 


mendo per una A»0 
(1.21) lil sc SEL) Alti, 
Se ora si fa uso della (1.19) si ha 
(1.22) I = o(—) quando r++© 
La (1.22) è ilpunto cruciale della dimostrazione del seguente 
Teorema 1.5. (Berenstein, [B]). Sia acri un aperto limitato semplice 


mente connesso avente frontiera analitica. Supponiamo che in questi punti 


2% 99 in cui la normale a 39 è parallela a E=(cos6,sin8),6€[0,27), 


XII- 12. 


le corrispondenti curvature di 939, ISTAZIZZZZLI siano diverse da zero. Se 


rece è come in (1.15) con. r,t verificanti (1.19), allora quando r+t® vale 


Î. n 

È _{/2n -1/2 5 

(1.23) Raglt) a e 104; o jexp(-i<x;,0>) +0(1)}, 

dove 0; = tjexp((-i a sign k;) ,, € Ti è il versore (complesso) tangente a 99 
i My. 
J 

In [GS] si ottiene sotto opportune ipotesi sul dominio 2 uno svilup- 

po asintotico di xale) quando ceM, e quindi r,t sono legati dalla (1.17). Sembra 


naturale in tale contesto considerare integrali del tipo 
(1.24) I a el'%> Tix +idx,) , EEM , 
f 1 2 a 


dove 1 è una curva chiusa che giace su una fissata superficie V in ci. Si ottiene 
così uno sviluppo asintotico di I che è completamente caratterizzato in termini 
della geometria di V e non dipende dalla parametrizzazione di r. Il metodo uti- 
lizzato è quello del punto di sella ideato da Riemann per stimare asintoticamen 
te la funzione ipergeometrica confluente, [R]. Tale metodo forza un "passaggio 

al complesso" che non consente di dare direttamente uno sviluppo asintotico di 
(1.24) in termini della geometria di Tr quando questa curva giaccia in RE. Come 
applicazione dell'analisi asintotica sopracitata noi otteniamo la proprietà di 
Pompeiu per una classe di domini piani le cui frontiere sono sezioni in RE di su- 


perfici analitiche in cî, 
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2. SVILUPPI ASINTOTICI PER UNA CLASSE DI INTEGRALI DI FOURIER A FASE COMPLESSA 
—___—___—————___—_—— > —EBRALI DI FOURIER A_FASE COMPLESSA 


E APPLICAZIONI 


N —_IiIlMI 


Sia DCC un aperto connesso contenente la retta reale R e siano 


due funzioni analitiche di periodo 27. Consideriamo la "superficie" di ci defi- 


nita da 
(2.1) V=A{x(z) = (x (2), xo(2)) zeED). 
Se D è l'identificazione in RZ di D e 
(2.2) i; (uv) = Rex; (u,v) 3 u;(u,v) = Im x;(u,v) sd = 1,2,(u,v)eD 
possiamo identificare V con una superficie in R* ponendo 
(2.3) Ù= (a (um), az(us), uy(u,v), u(u,v))|(u,med. 
Sia P una curva su V. Siamo interessati allo studio asintotico di 
(2.4) | if et tt 
r 


quando cem, ,0?0. L'integrale in (2.4) è così definito. 


Assumiamo che esista un'unica curva y in D, tale che 
(2.5) T = {x(y(0))|0e[a,b]}. 


Allora 
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(2.6) fifa tia) a e THE xe (2)+ixb(2))dz 
È Y 


dx. 
dove si è posto x; (2) = a , i = 1,2. Osserviamo che se ceM, allora 


iveM_, e quindi possiamo riscrivere (2.6) usando (1.15) come 


(2.7) I gr PARA cir 
% 


con ge Mg Sviluppando in serie di Taylor otteniamo da (2.7) per ceM, 


(2.8) [EX tit) -f gp TARA aria 
r Y 


3 ict) f e TOGEFIN x pd(xitix}) dz 
Y 


2 
t-r -r(x,Etin> Di sica 
» a fe Sx, nd (xjtixp)dz 


i 3 rx, E> Rari 
+5 (t-r) f e k(t,r32)(xjtiX2)gz. 


Usando la (1.17) otteniamo la seguente stima del resto nell'ultimo integrale a 


secondo membro di (2.8) 


=irskn?| cit-r] s% 


(2.8) |k(t,r,z)|s Cle 


Assumiamo ora che T sia una curva semplice e chiusa. Allora (si v. (S.5)) 
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(2.9) (a) = y(b) oppure |y(a)-y(b)| = 27. 
Se poniamo 

(2.10) w(z) = <x(z),ttind, 

risulta 

(2.11) v = Quetin) = (x tix,)e!°. 


Un'integrazione per parti, (2.9) e (2.11) danno 


(2.12) il e 1A): 11 (2)+ix(2))ez = 0. 
Y 


Usando (2.12) e (2.8) otteniamo per ceM, 
(2.13) J e 2 tdx +idx,) = -i(t-r) ll ECO 
A 1 2 # 2 


2 
t-r rx, Etind Ci ilati 
Ar fe <xk,n> (xjtix3) dz 


+ (in)? f e"ISP(t,1,2)(xi+ixs dz. 


Y 
Esaminiamo ora i punti critici della fase 
Sx,Etin> 


degli integrali a secondo membro di (2.13). Questi sono i punti 2 Din cui si ha 
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(2.14) ax'(2,) , Etin> = 0 , dove x' (20) = (xy (2) (20)? 


Usando le equazioni di Cauchy-Riemann si riconosce che i punti zo in cui (2.14) 
vale si caratterizzano come quei punti in cui il vettore di r° (£,-n) è ortogonale 
» 
| NIE 5 £ n 
alla superficie \ in (2.3) nel punto (ay (20) +3 lZ0) alzo) (Mz) alzo) 


Usiamo (2.11) per riscrivere (2.13) 


(2.15) f EP id) = atene! *f e '’ex,ndy ‘dz 
r Y 


2 , 
z — a” J ente dz 
A . 


+ È (nei? 3*| Pabiccti Ky' dz. 
Y 


Ora assumiamo che esista almeno un punto 2 D per cui vale (2.14). 
Per poter applicare il metodo del punto di sella richiediamo inoltre che esista 
un 86€ [0,27] e una curva cl y tutta contenuta nella regione 


Rey(z) = Re v(z;). 


Non è restrittivo supporre che y sia in realtà contenuto nella re- 


gione Rey(z) > Rey(z,)» facendo al più eccezione di altri punti critici z,3---»Zn 
tali che h 
(2.16) Rew(z,) = Rey(z,) > d= Biala 


L'esistenza di y come sopra ha una ben precisa interpretazione geo 
metrica, v. [GS]. A questo punto rimandiamo a [GS] per un'analisi dettagliata 


di (2.15). Diciamo soltanto che l'identità finale a cuî si perviene è 


(2.17) e (dx sian) = i LET) i? eta ,nddz 
3 1 2 r 


h 
t-r 2 io ny gr 2 fa 
Y 
dove 
(2.18) Ja(t,r)| s c e'Rev(z,) LClt-r] 
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A questo punto s'applica il metodo di Riemann del punto di sella agli integrali 


che compaiono nella (2.17), si v. ad es. [01, Th. Fels pa 1271 


n 
(2.19) f eex',n> dz = Fr pa e'TW{2;) (a;+0(3)) 


Y 


n 
(2.20) E snddz = + L'eizio. ;10(d)) 


Y =] 


cdi 


dove 
<x'(Z.),n> <x(Z.,ndKx'(z.),n> 

(2521) a; = ere , b; = = di E 
(24"(2,)) (29"(2,) 


Usando (2.18)-(2.21) in (2.17) si perviene alfine al seguente sviluppo per ceM, 


Sx, E> { _. tr io Vl <x(Z.),> 
(2.22) ls (dx tidx, ge Le i ta, 


r r j=1 


ner) 


Usando la (1.17) nella (2.22) si perviene così al seguente teorema 
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che costituisce il risultato principale di [GS]. 


Teorema 2.1. (cfr. [GS]). Sia V una superficie in C° e sia T una 
curva chiusa su V.  Identificando V con una superficie in R° assumiamo che: 


(i) r passi per n punti LOTEERZLI di V in cui il piano tangente sia ortogonale 


con E = (1,0) , n= (0,1), e perciò a ogni vettore 


al vettore (E,-n) € Ri, 


(E,-n) con E = (cos,sino) , n = (-sine, coso) , 98€(0,2m]; 


(ii) per qualche 0€[0,27], T giaccia da un solo lato dell'iperpiano normale a 


(E,-n) e passante per X,3-++3%n° 


Allora per EM gi a>0, vale 


io ISIS, è ad 
2,23) f (dx tidx,) 5/2 


quando r+t. I coefficienti a; in (2.23) sono dati da (2.21). Per ogni 


j=lss es si ha è; # 0. 


si confronti ora la (2.23) con la (1.23). La prima contiene la po- 
è, Tale differenza è dovuta al fatto che men- 


tenza E mentre la seconda ro 
sull'assunzione piuttosto forzata che 


tre il risultato di Berenstein si basa 


2 


rv e’ quando |t|++ |, 


j1 Teorema 2.1 viene dimostrato sotto Ja sola ipotesi che 


rn |t| quando |t| ++. 
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A illustrazione delle ipotesi del Teorema 2.1 riportiamo due esempi significativi. 
Esempio 2.1. Il cerchio in c&, Sia a > 0. Poniamo 
(2.24) V = {(a cosz, a sinz) |z€C} 
e identifichiamo V con 


(2.25) V 


IL] 


{(a cosu cosh v, a sinu cosh v, -a sin u sinh v, a cosu sin hv)| 
2 
(u,v)ERT} 


Poniamo per A = (X.,A 


(2.26) X 


" 
_ 
è 


La condizione che il piano tangente in un punto di N sia ortogonale al vettore 


di R° (E.-n), con & = (1,0) ,n=(0,1), si esprime così 
(2.27) SX, (E,-n)> = 40 . St (E,-n) > = 0. 


Usando ora la definizione (2.25) di V otteniamo per (2.27) 


" 
(=) 


sin u(cosh v - sinh v) 


cos u(cosh v - sinh v) = 0, 
da cui si deduce che sul cerchio in r* non v'è alcun punto in cui il piano tangen- 
te è ortogonale a (E,-n). Si ricordi che la sezione del cerchio in R° con Ri, 


il cerchio nel piano, non ha la proprietà di Pompeiu. 
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Esempio 2.2. L'ellisse in ci. Siano a,b > 0 e poniamo 
(2.28) V = {(a cosz, bsin z) |zEC}, 
che identifichiamo con 


(2.29) V= (a cosu cosh v, b sin u cosh v, -a sin u sinhv, b cosu sin hv) 


(n,v)€E Ri). 


Le (2.27) si leggono ora così 


W" 
(©) 


sin u(a cosh v - b sin hv) 
(2.30) 


“" 
(©) 


cos u(a sinh v - a cosh v) 


Le (2.30) ammettono le soluzioni 


1 


(2.31) (kn , 3 In eb 


Mb O, KZ 


Vi sono perciò, in base a quanto precedentemente osservato, infiniti punti critici 
della fase z + <x(z), Etin> , ZEC, dove x(z) = (a cosz, b sinz). 

11 Teorema 2.1 può essere usato per dedurre la proprietà di Pompeiu 
per una certa classe di domini analitici di C. Sia infatti 


V= {x(z) = (x(2)» xp(2)) zeD} 


come in precedenza e assumiamo che 2 sia un aperto limitato semplicemente connesso 
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di C tale che 
39 = {x(z)|z D, Imz=0}. 
Vale allora il seguente 


Teorema 2.2. Se esiste una curva chiusa T su V che abbia le pro- 


prietà (i), (ii) del Teorema 2.1., che sia omotopa a 39, e se risulta per 
r+to 


n n 
(2.32) YO erirSj:(Em)> a; #0, 
j=1 


allora £ ha la proprietà di Pompeiu. 

Nella (2.32) se Zja0003Zn sono i punti critici della fase <x(z),Etin> 
s'è posto x; = x(2,), mentre 8 sono definiti come in (2.21). Osserviamo esplici- 
tamente che la (2.32) è verificata se e solo se esistono i,j€{1,...,n}, con 


i #ij, tali che 


(2.33) Sx; s (En) # Sx;a(E,n)>, 
oppure se 

n 
(2.34) DL, a;#0; 

di 


Osserviamo inoltre che (2.33) equivale a dire che non tutti i punti STARE ap 
partengono all'iperpiano normale a (E,n). 
In [GS] vengono dati alcuni esempi di applicazione del Teorema 2.2. 


Riportiamo qui quello significativo dell'ellisse. 


Esempio 2.3. L'ellisse in RE. 
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Siano O<b<a e consideriamo 2 = E be RE tale che 
a2={ (a cos, db sins) |osssen}. 
Sia V come in (2.28). Se poniamo, cfr. (2.11) 
(2.35) v(z) = e "(a cosz + ibsinz), 


i punti critici di y sono dati dalla (2.31), cioè 


atb 


CH), Z 


(2.36) «Sei zl en 


Se prendiamo 8 = 0 in (2.35), poniamo 


uetog 8h 
+ dalai de (Gb) 

Consideriamo la regione 

(2:37) Rey(z) = Rey(z,). 


Questa è rappresentata come in figura 
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Scegliamo y come nella figura e poniamo 
s I 
(2.38) T = {(acosy(t) ), b sin r())|r [a,b]}. 


Allora la (2.32) del Teorema 2.1 dà via al Teorema di Cauchy 


xa td ì A SK E> 7 
(2.31) sì e (dx, + idx,) J. (dx, + idx,) 


CIO) P 


5 eZ) + dx Ha) è ia sr Va?_pe x us i 
è 1 2 25912 1 r 


quando x = (rit) CM, e rito, 


La (2.35) dà una dimostrazione, diversa da quella basata sulla (1. 
del fatto che 9 = E b ha la proprietà di Pompein. 


Se in (2.35) prendiamo invece 6 = È ta "E in(lD), e consideriamo 


la regione Rey(z) = Rey(z,) questa è data dal grafico 


Se y è come nella figura sia r definita come in (2.38). Applicando nuovamente 
(2.32) otteniamo 


(2.40) / Pai (dx, + idx,) A 
d92 


a fel” AGIRE x 4 Pal Vis? VaR o) 
"5/2 1 2 r 
2r 
quando z = (it,-r) Mi e rito, 


La (2.40) implica di nuovo che Xo # 0 su M, e quindi 2 ha la proprie- 
tà di Pompeiu. 
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